Chapitre 2

Développements limités et applications

2.1 Comparaison locale des fonctions

2.1.1 Domination et prépondérance

Définition 2.1.1.

— Soit a € R. On dit que lensemble V est un voisinage de a si
J>0: Jla—eg,a+e[CV
— Ondit que V est un voisinage de 400 si
JAeR : ]JA +oo[CV
— On dit que V est un voisinage de —oo si
dBeR : |—o00,B[CV

On dit qu’une fonction f est définie au voisinage de a € R s’il existe V, un voisinage de a, tel
. . 1 - ..
que f est définie sur V' \ {a}. Par exemple, la fonction z — — est définie au voisinage de 0.
T
Propriété

Si V; et Vs, sont deux voisinages de a € R, alors V4 N V5 est un voisinage de a.

Définition 2.1.2. Soit a € R. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a.

On dit que f est dominée par g s’il existe une fonction b définie au voisinage de a telle que
— f(z) = b(x)g(x) au voisinage de a ;
— b est bornée au voisinage de a.

On note alors f(x) = xga(g(a:)) ou bien f = Q(g)

On lit « f(x) égale grand O de g(x) au voisinage de a ».

Définition 2.1.3. Soit a € R. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a.
On dit que f est négligeable devant g s’il existe une fonction € définie au voisinage de a telle que

— f(z) = e(x)g(x) au voisinage de a ;
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2.1. COMPARAISON LOCALE DES FONCTIONS

- %13%5(:5) = 0.
On note alors f(x) = xga(g(x)), ou bien f = g(g).
On lit « f(x) égale petit o de g(x) au voisinage de a ».

Remarques 2.1.4.

— La notation f(z) = wga(g(:z:)) et f(z) = o
— Soit f une fonction définie au voisinage de a. Alors

(g9(x)) est appelée la notation de Landau.

f(z) = mgm(l) < f(x) est bornée au voisinage de a
f@) = o (1) & lmf(z)=0
Exemples 2.1.5.
— 2 —
v :EQO(x)
~22+1= 0 (2%
T—+00

Proposition 2.1.6 (Caractérisation de f(x) = Q (9(x))). Soient f et g deux fonctions définies
r—ra

au voisinage de a € R. On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a. Alors

flz) = Q (9(x)) < Lafonction f est bornée au voisinage de a
r—ra
g

Démonstration.

=|Si f(z) = wga(g(m)), alors il existe une fonction b et un voisinage V' de a tels que
M >0 VeV \{a} f(z)=>0bx)g(z)et|bx) <M

Or, il existe un voisinage V' de a tel que g(z) # 0, Va € V'\ {a}. Alors, ennotant W =V NV’,

on a

M >0 VreW\{a} 'f(:U) <M
9(x)
D’oti la fonction i est bornée au voisinage de a.
g
< | On suppose que i est bornée au voisinage de a. On pose b(x) = fgxg Alors il existe V,
gz

voisinage de a, tel que
dM >0 VeeV\{a} |b(z)|<M

D’ou
M >0 VeV \{a} f(z)=>bx)g(x)et|b(x) <M
Par suite f(z) = sz(g(x)) O
Exercice 2.1.7. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de 0, telles que lin% félii =le€
T— g T
R.
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CHAPITRE 2. DEVELOPPEMENTS LIMITES ET APPLICATIONS

1. Montrer que f(zx) = Qo(g(x)).

2. La réciproque est-elle vraie ?

Proposition 2.1.8 (Caractérisation de f(x) = 9 (9(x))). Soient f et g deux fonctions définies
xX a

au voisinage de a € R. On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a. Alors

Démonstration.

= | g ne s’annule pas au voisinage de a, donc il existe V, voisinage de a, tel que g(x) # 0, Va €
V' \ {a}. De plus, comme f(z) = zga(g(x)), alors il existe V', voisinage de a, ete : V' — R,
tels que }:1_%5(1‘) =0et

fa) =e(x)g(x) VoeV'\{a}

En notant W =V NV’, on obtient &(x) = ggi)), Ve e W\ {a}.
Par conséquent lim fﬁ; =0.
T—r ag
< | Il existe V, voisinage de a, tel que g ne s’annule pas sur V' et
f(z)
flx)="—"<xglx) VzeV\{a
(@) = 25 x g(a) \{a)
f(x) s _
En posant e(z) = J@) Ve € V\{a},ona hms( )=0.Dou f(z)= 9 (9(x)). O
x r—a

Remarque 2.1.9. Si f(x) = o (g(z)), alors f(x) = O (g(x)). Mais la réciproque est fausse

J:—>a Tr—a
en général.

Opérations sur les relations O et o

Proposition 2.1.10. Soient f, g, et h des fonctions définies au voisinage de a € R. Alors

- f@) = 0 (9(@) etg(a) = O (h(x)) = f(m):mga(h(wD
- f@)= o (9@) ergle)= o (h(x)) = f&)= o (h()
- f@)= 0 (ga) erg(z) = o (h(x)) = f(x)—ggﬁa(h(x))
- f@)= o (9@@) ergle) = O (h(@) = f(x)= o (h(x))
Démonstration. Exercice. U

Proposition 2.1.11. Soient f1, fo, g, g1, et g2 des fonctions définies au voisinage de a € R. Alors

- hilx) = O (9(x)) et fo(z) = O (9(x)) = (fi(z)+ falz)) = O (9(x))

= file) = o (9(x)) et f2(x) = o (9(x)) = (filz)+ faz)) = o (9(2))

- fil@) = 0 (91(z)) et fo(zx) = O (92(2)) = fifa(e) = ( ( )

= filx) = o (q1(@)) et falx) = o (92(2)) = fifae(z) = o (9192(2))

- filz) = 0 (91(x)) et fo(x) = o (92(2)) = fif2(x) = o (g192(2))
Démonstration. Exercice. O
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2.1. COMPARAISON LOCALE DES FONCTIONS

Exercice 2.1.12. Soient o, (5, et v des réels strictements positifs. Montrer que

(In(@)= o (z) a%= o ()

T—+00 r—r—+00

1 1
(ln(x» mgO (,CUO‘> € x—>0—oo (:1:“)
2.1.2 Fonctions équivalentes

Définition 2.1.13. Soit a € R. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a.

On dit que f est équivalente a g s’il existe une fonction h définie au voisinage de a telle que
— f(z) = h(x)g(x) au voisinage de a ;
- lim h(z) = 1.

On note alors f(x) ~ g(x), ou bien f ~ 9

On lit « f(x) est équivalente a g(x) au voisinage de a ».
Remarque 2.1.14. f(x) ~ g(x) si et seulement si f(x) = g(x) + o(g(x)) au voisinage de a.

Exemples 2.1.15.
1. sin(x) N

2.+ x ~
+oo
k
3. P(x) = l;)akxk o anx™ (avec ay # 0).

Proposition 2.1.16. La relation ~ est une relation d’équivalence.
a

Démonstration. Soient f, g, et h des fonctions définies au voisinage de a € R.

Réflexivité. Ona f(z) = 1 x f(z), et %1_%1 = 1. Alors f(x) ~ f(x).

Symétrie. Si f(z) ~ g(x), alors il existe V' voisinage de a et une fonction v : V' — R tels
que %géu(x) = let f(z) = u(x)g(z), Vo € V \ {a}. Comme ;gr}lu(:n) = 1 alors il existe un
voisinage V' C V tel que Vz € V' \ {a}, u(z) > 0. D’ol

o) = L f(x) VeV

1
Or, %gr}lm =1, alors g(z) ~ f(z).
Transitivité. Si f(x) ~ g(x) et g(x) ~ h(zx), alors il existe V' voisinage de a et deux fonctions
u:V —+Retv:V — R, tels que

f(z) =u(z)g(x), g(z)=v(x)h(z), VeV \{a} avec il_r}r}zu(:v) = limov(z) =1

Tr—a

Il s’ensuit que  f(z) = u(x)v(z)h(x),Vor € V \ {a} avec %gr}lu(az)v(az) =1.
Par conséquent, f(x) ~ h(z). O
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CHAPITRE 2. DEVELOPPEMENTS LIMITES ET APPLICATIONS

Proposition 2.1.17 (Caractérisation de f(x) ~ g(z)). Soient f et g deux fonctions définies au
a

voisinage de a € R. On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a. Alors
fx) ~g(x) & lim—= =1
Démonstration. Exercice. O

Proposition 2.1.18. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R.
- Sif ~g et%gtllg(x) =1 e R, alors %gréf(x) =1
— Si f ~ g, alors les fonctions f et g sont de méme signe au voisinage de a.
a

Démonstration.

-Sif ~ g, alors il existe un voisinage V' de a et une fonction h : V \ {a} — R tels que
%gr}lh(x) =1let f(z) = h(x)g(x),Vx € V \ {a}.
Par suite, si ;%g(ﬂ?) = [, alors %gr}lf(x) = }gr(llh(az) X }grég(a:) =1

-Sif ~ g, alors il existe un voisinage V' de a et une fonction h : V \ {a} — R tels que
%gréh(x) =1let f(z) = h(z)g(z), Yz eV \{a}.
Comme 9%1_1% h(z) = 1, alors il existe V'’ voisinage de a tel que si x € V' \ {a} alors
h(z) > 0. En notant W = V N V', on obtient

f(z) =h(z)g(z) et h(x) >0, Vre W)\ {a}

D’otl f et g sont de méme signe sur W \ {a}.

Opérations sur les fonctions équivalentes

Proposition 2.1.19. Soient fi, fa, g1, et g2 des fonctions définies au voisinage de a € R, telles
que f1 ~ g et fo ~ g2 Alors

L fif2 ~ 9192

2. 8i, de plus, f5 et go ne s’annulent pas au voisinage de a, alors jzl ~ 9N

3. Pour tout o € R, si fi et g1 sont strictement positives au voziimtgge2 de a alors [f1]“ ~

[g1]“.
Démonstration. Exercice. O
Remarque 2.1.20. En général, fi ~ g et fo ~ g2 n’implique pas fi1 + g1 ~ fo+ g2 ni
ho fi ~ h o g1, comme le montrent les exemples suivants :
. 4+ /x ol Tet—x ol —x, mais \/x et 0 ne sont pas équivalents au voisinage de +o.
2. x+1 ~ x, mais et et e ne sont pas équivalents au voisinage de +oc.

“+o00

Proposition 2.1.21 (Equivalents classiques en 0).

ln(1+x)fax e”“—lraa:c (1+$)°‘—131ax (e € R)
sin(z) v cos(xz) — 1 Y2 tan(x) v
1
sh(x) v ch(z) —1 vz tanh(z) v
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2.2. DEVELOPPEMENTS LIMITES

Démonstration. Exercice. OJ

Proposition 2.1.22 (Composition des fonctions équivalentes). Soient f et g deux fonctions définies
au voisinage de a € R. Soit h une fonction définie au voisinage de b € R, telle que h(x) # a au

voisinage de b. Alors
Sif~g et limh(x)=a, alors foh~goh
a z—b b

Démonstration. Comme f ~ g alors il existe V' voisinage de a et une fonctionw : V' \ {a} — R
tels que f(z) = u(z)g(z), Vaa: e V\{a}, et al;l_rgu(x) =1

Or, ilir})h(:v) = a, alors il existe W voisinage de b tel que h(z) € V,Vx € W \ {b}. Comme
h(x) # a au voisinage de b, on peut supposer que h(z) € V' \ {a}, Vo € W\ {b}. 1l s’ensuit que

f(W(x)) = u(h(x))g(h(x)), Vee W\ {b}

Par composition de limites, on a lin})u(h(a:)) =1,dou foh ~go h. O
T—

2.2 Développements limités

2.2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.2.1 (Développement limité). Soient n € N et f une fonction définie au voisinage de

zo € R. On dit que f admet un développement limité d’ordre n en x (en abrégé DL, (xo)) s’il

existe ag, ay,...,an € R tels que
n
f(z) = Z ag(z — 20)* + o ((x — zo)™) au voisinage de x (2.1)
o
k=0

N . ny _ o n : _
ou g)((az z0)") = e(x)(x — xo)", avec xhﬂrg()s(x) =0.
n
Le polynome P, (x) = Z an(x — xo)" est appelé la partie réguliére du DL, () de f.
k=0
S’il n’y a pas d’ambiguité, on peut écrire o((x — x¢)") au lieu de o0 ((x — xo)™).
0

1
Exemple 2.2.2. On consideére la fonction f : x — T2 définie au voisinage de 0. Montrons que
-

f admet en 0 un développement limité d’ordre n sous la forme

1
m=1+x+x2+~-+x”—l—o(a¢”)

Pour ce faire, soit x # 1, et notons S, = 1 +ax+ai+---+am AlorsxS,, = z+x2+- -+t

1_1.n+1
Dou S, — xS, = 1 — z™L. Par suite S,, = . Ce qui donne
—x
1 n+1
—lta+a?4 a4
1—x 1—=z

=1l+z+a>+ 42" +a"(z)
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CHAPITRE 2. DEVELOPPEMENTS LIMITES ET APPLICATIONS

oue(x) = 1 f = Or, ili%s(:c) =0, alors — .

=1l+a+2>+-- +2"+o(z").

1
Exemple 2.2.3. On considére la fonction f : x — x + x sin (> définie au voisinage de 0.
x

f admet en 0 un développement limité d’ordre 0, sous la forme
f(z) =0+ 0(1)

Mais f n’admet pas en 0 de développement limité d’ordre 1. En effet, si on suppose que f admet

en 0 un développement limité sous la forme
£(z) = a0 + a1z + o(2)

alors il existe une fonction ¢, définie au voisinage de 0, telle que lin% e(x) =0er
T—

1
x + xsin (> = ap + a1x + xe(x) au voisinage de 0.
x

1
En passant a la limite, on obtient ag = lin% {x + zsin () —a1x —ze(z)| = 0. D’on
T— xT
. (1
sin () =a;+e(x)—1, Vr#0
x

1
Par suite lim sin () = a; — 1. Ce qui est absurde.
x—0 X

Proposition 2.2.4 (Unicité du DL). Si f admet un développement limité d’ordre n en xo, alors

celui-ci est unique.
Démonstration. Soient
n n
f@) =" ap(@ —z0)* + o((x — x0)") = D br(x — 0)* + o((z — m0)")
k=0 k=0

deux DL, (xp) de f. Montrons que aj, = by, VO < k < n. Pour ce faire, on raisonne par I’absurde.
On suppose que I’ensemble M = {0 < k <n : ay # b} est non-vide, et on pose d = min(M).

Alors, au voisinage de zg, on a

n
aqg — bd = Z (bk — ak)(x — J?())k_d + 0((.7} — l’o)n_d)
k=d+1
En passant a la limite, on obtient
n
_ — 1 _ _ k—d - n—dy| _
ag — by xll}rgo k_zd;_l(bk ag)(x —x0)" “+o((x —x0)"" )| =0

Ce qui est absurde. D’ot I'unicité du développement limité. O

Proposition 2.2.5.
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1. Une fonction f admet un développement limité d’ordre 0 en xq si et seulement si f est

prolongeable en une fonction continue en g, notée f Dans ce cas, le DLoy(xq) de f s’écrit
f(@) = f(wo) + o(1)

2. Une fonction f admet un développement limité d’ordre 1 en xq si et seulement si f est

prolongeable par une fonction fdérivable en xo. Dans ce cas, le DLy (xq) de f s’écrit

f(@) = f(wo) + f'(xo)(z — z0) + o(z — o)

Démonstration.

1. f est prolongeable par continuité par fsi et seulement si f (z9) = llm f(x) € R, ce qui
T—xT0
équivaut @ lim (f(x) — f(zg)) = 0. Ceci équivaut a f(z) = f(xg) + o(1).
0
2. = | On suppose que f est prolongeable par une fonction dérivable en x(, notée f D’apres

la proposition 1.1.3, on a

f(x) = f(xo) + f'(xo)(x — x0) + o(x — x0)

Alors f admet un développement limité d’ordre 1 en x.

< | On suppose que f admet un développement limité d’ordre 1 en ¢, qui s’écrit

f(z) =11 +lo(x — x0) + o(x — x0)

f(z)

.y -
Alors [} = li_>m f(z) etly = lim L2227 "L En posant flx) = f(z) siz # z¢ et
T—T0

N N T=TO T — X N
f(zg) = 11, la fonction f prolonge f par continuité. De plus, f est dérivable en z( et

F(0) = La.
]

Proposition 2.2.6. Soit f une fonction de classe C™ (n € N) sur un voisinage de xq (donc définie

en xg). Alors f admet un développement limité d’ordre n en x, et le DL, (x¢) de f s’écrit

n r—T k
f@) = 32 EE 09 ) 4 o((w = a0))
k=0 :
Démonstration. 11 suffit d’appliquer la formule de Taylor-Young a 1’ordre n. O

Remarque 2.2.7. La réciproque est fausse en général, comme le montre le contre-exemple sui-

f'm»—>{ x3sin(x%) six #0
' 0

siz=20

vant :

f admet un D L2 (0) puisque

f(x) = 0+ 0z + 02* + 2%e(x)
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CHAPITRE 2. DEVELOPPEMENTS LIMITES ET APPLICATIONS

oue(r) = xsin (x%) — 0. La fonction f est continue et dérivable sur R et sa dérivée s’écrit

, 322 sin (;E) — 2cos (;E) sizx#0
fies 0 siz=20

Or, f' n’admet pas de limite en 0, donc f n’est pas de classe C'* sur R.

Remarque 2.2.8. Le développement limité permet d’approximer une fonction par un polynome,
au voisinage d’un point xo. Par exemple, le développement limité d’ordre n en 0 de la fonction
x +— e* est donné par la formule de Taylor-Young :

2 n

e —1+x+2!+ —|—n!—|—0(az)

= P,(z) + o(a™)

La figure ci-dessous représente la courbe représentative de x — €*, ainsi que celles des polynomes
P, pourn = 0,1, 2, et 3. La figure montre que Py, offre une approximation de plus en plus précise

de x — €” au voisinage de 0, lorsque n prend des valeurs de plus en plus grandes.

2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

b

Proposition 2.2.9 (Troncature). Si f admet en xq un développement limité d’ordre n sous la forme

n
Fl@) =2 ar(w —20)" + o ((x — z0)")
k=0
Alors, pour tout 0 < p < n, f admet un développemnt limité d’ordre p qui s’écrit
. k
_ _ — )P
F(@) =3 an(z = 0)" + o ((z = 20)")

k=0

Démonstration. Soit 0 < p < n. Il existe une fonction &, définie au voisinage de xg, telle que
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2.2. DEVELOPPEMENTS LIMITES

lim e(x) =0, etle DL, (z0) de f s’écrit

Tr—TQ
p
:Zak (z — 20)* + Z ar(z — 20)* + (z — 20)"e(x)
=0 k=p+1
P n—p
= Z (x — a:o + (x — zo)? Z ag(x — mo)k + (x — )" Pe(x)
k=0 k=1
On pose
n—p
u(x) = Z ap(x — 20)* + (x — x0)" Pe(x) au voisinage de xg
k=1
i _ — )P
Alors, zllg:lou( x)=0,et f(x ,;]ak x — x0)* 4 p(z)(x — 20)P.
Donc f admet un DL, (). O

Proposition 2.2.10 (DL et parité). Soit f une fonction admettant un DL d’ordre n en 0. Si f est
paire (resp. impaire), alors sa partie réguliere ne comporte que les mondmes de degré pair (resp.

impair).

Démonstration.

1. Soit f une fonction paire, dont le DL,,(0) est donné par
n
= Z apz® + 0 ("
k=0 0
Comme f(—xz) = f(z), alors
Zak by 0 ((—z)") = Z(—l)kakxk +£JO(:I:”)
Par I’unicité du développement limité, on obtient

ar = (-D¥ap YO<Ek<n

D’ou a;, = 0 lorsque n est impair.
2. Soit f une fonction impaire, dont le D L,,(0) est donné par

n
= Z agz® + o (z™)
@0
k=0
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CHAPITRE 2. DEVELOPPEMENTS LIMITES ET APPLICATIONS

Par I’unicité du développement limité, on obtient
- k+1
ar = (—1)""arp, YO<k<n
D’ou af, = 0 lorsque n est pair. O

2.2.2 Développements limités usuels en 0

Les développements limités ci-dessous sont obtenus par la formule de Taylor-Young.

2 n

T x
ex:1+a:+§+...+m+0(xn)
(2n)
3 2P 22n+1 .
= ST T T S +2
sh(ﬂ?)—a:+3!+5!+ +(2n+1)!+0(g; )
$2 :1,‘4 x?n
cos(z) =1—Zr 4+ +--+ (—1)”(2n)| + o(a?"t1)
3 x® " p2ntl on
i - r - — 4+ — 4+ ... _ o 42
sin(z) =z T +(—1) (2n+1)!+0(33 )
z2 23 2"
111(1—1—1’):$—?4_?_‘_,”_1_(_1)71—1;_1_0(1;71)
—1 1. (a— 1
(1+x)a:1+a$+a(012')x2+m+a(a ) ;(a n )a:"+0(93")
‘ n:
1
o= ltatat el +o(a")
-
1
1+$:1—x+$2+...+(_1)nxn+0($n)
1 1.1.35....(2n—1
+x= —|—§—7x 4+ (= n 2" 4 oz
Vitz=1 2 1" ( ) n n

2 8 2nn)

2.3 Opérations sur les développements limités

La formule de Taylor-Young permet d’obtenir 1’expression du DL, (z() d’une fonction (de
classe C™) en calculant ses dérivées successives au point xg, ce qui est souvent une tache la-
borieuse. Les opérations sur les développements limités permettent d’obtenir 1’expression du
DL, (xg) d’une fonction a partir des DL usuels, sans passer par le calcul des dérivées succes-
sives.

Proposition 2.3.1 (Linéarité). Si f et g admettent des D Ly, (xg), sous la forme
f(x) = Po(x — x0) + o((x — 20)") 9(z) = Qu(x — m0) + o(z — 20)")

ou P, et QQ, sont deux polynémes de degré < n, alors la fonction \f + g (A € R) admet le
DL, (xq) donné par

(Af +9)(x) = (APn + Qn)(x — z0) + o(z — z0)")
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2.3. OPERATIONS SUR LES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Démonstration. Exercice. OJ

Proposition 2.3.2 (Produit). Si f et g admettent des D Ly, (xg), sous la forme

f(z) = Z a(z — x0)* + o((x — z0)") g(z) = Z bi(z — x0)" + o((x — z0)")

k=0 k=0
Ppn(x—x0) Qn(x—20)

alors la fonction fg admet le D L, (xq) donné par
(f9)(x) = Ru(x — x0) + o((z — 30)")

o Ry, (x — xg) est égal au produit P,(x — x0)Qn(x — z¢), auquel on a retiré tous les termes de

degré > n.
Démonstration. Exercice. O

Exemple 2.3.3. Les fonctions x +— €* et x — cos(x) admettent les D L3(0) suivants :

2 .3 22
ez:1+az+?+€+o(:p3) cos(:c)zl—?+0(x3)

Alors, le DL3(0) de la fonction x +— e* cos(x) est donné par

2 3 2
e’ cos(z) = <1+x+ % + :2) (1 - J;) + o(x®)

3
X
=1-= S e e T 3
s tr—oty gt o)
.',1:'2 .’Bg .',132 l’g
T T 3
g To- g t5 g Tol)
$3
:1+x—§+0(x3)

Exercice 2.3.4. Calculer les D L3(0) des fonctions suivantes :
x + sin(x)ch(z) z— In?(1 + )

Proposition 2.3.5 (Composition). Soient f et g deux fonctions telles que

1. f admet en xy un développement limité d’ordre n, qui s’écrit
f(z) = Po(z — x0) + o((z — 20)")

2. mlggﬁlof(av) = ag

3. g admet en agy un développement limité d’ordre n, qui s’écrit

9(y) = Qu(y — ao) + o((y — a0)")
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Alors, la fonction composée g o f admet en xqg un développement limité d’ordre n, donné par

go f(z) = Rn(z —z0) + o((x — x0)")
ou Ry (x — xq) est égal a Qn(Py(x — xo) — ag), auquel on a retiré tous les termes de degré > n.
Démonstration. Exercice. 0

Exemple 2.3.6. Déterminons le DL3(0) de la fonction x — In(1 + cos(x)).
La fonction x — cos(x) admet le DL3(0) suivant :

2

cos(z) =1— 5 + o(z?)

De plus, lir% cos(x) = 1, et la fonction y — In(1 + y) admet le D L3(1) donné par la formule de
z—
Taylor-Young :

1 ly—-1° 1u-1° 3
In(1 =1In(2 —(y—1)— - — -1
01 +9) =) + L1 - U LD o
72
On obtient le DL3(0) de la fonction composée x — In(1 + cos(z)) en remplagant y par 1 — 5

(la partie réguliere du premier DL), ce qui donne

Exercice 2.3.7. Calculer les DL3(0) des fonctions suivantes :

e®

x > cos(sin(z)) Te

Corollaire 2.3.8 (Inverse). Soit u une fonction définie au voisinage de 0. On suppose que
1. ilg%u(x) =0

2. u admet en O un développement limité d’ordre n, qui s’écrit
u(z) = P(x) + o(z")

Alors la fonction x — admet un DLy, (0) donné par

b
1 —u(x)
1

m = R, (z) + o(z")

ot R,, est égal au polynome 1 + P + P? 4 --- + P", auquel on a retiré tous le termes de degré
> n.

ANALYSE IIT 31 N. EL BOUKHARI



2.3. OPERATIONS SUR LES DEVELOPPEMENTS LIMITES

Exercice 2.3.9. Calculer les DL3(0) des fonctions suivantes :

1 1

— =t =
x x an(x) T (15 7)

cos(z)
Pour le calcul du développement limité de i on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.3.10 (Division suivant les puissances croissantes). Soient A et B deux polynémes dans
R[X]. On suppose que le terme constant de B n’est pas nul (B(0) # 0). Soitn € N.
Alors il existe un unique couple (Qy,, Ry,) de polynomes de R[X] tels que

A= BQ, + X""'R, avec deg(Qn) <n

Le polynome Q,, est appelé le quotient de la division suivant les puissances croissantes a [’ordre
n de A par B.

Démonstration. Voir le module Algebre II. O

Exemple 2.3.11. Pour A = X?>+ X +2 B=X?>—X+1, etn =2, le polynéme Q,, est calculé

en éliminant a chaque itération le terme ayant le plus petit degré.

X2+ X+2| X?°-X+1

2X2 —2X +2|2+43X +2X?

- X2 4+3X

3X% —3X%2 +3X
—3X3 4+2X?
2X4 —2X3 4+ 2X?
—2X4 - X3

On arréte la division lorsque tous les termes du reste ont un degré > n. Ainsi on obtient
Q,=2X?+3X+2 R,=-2X-1

Proposition 2.3.12 (Quotient). Si f et g admettent en 0 des développements limités d’ordre n,

sous la forme
F(2) = Au(@) +o(a")  g(x) = Bu(a) + o(a™)

etsi g (x)#0, alors i admet en O un développement limité d’ordre n, donné par
z—0 g

(£) @)= Quw) + o

ot Qy, est le quotient de la division suivant les puissances croissantes a ’ordre n de A,, par B,.

Démonstration. Exercice. OJ
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Exemple 2.3.13. Les DL3(0) des fonctions x — sin(x) et x — 1+1n(1+ x) sont respectivement
donnés par

3 z?2 23
sin(m):x—g—ko(yg?’) 1+ln(1+az):1+x—?+§+o(:ﬁ3)
L . sin() . :
Pour déterminer le DL3(0) de la fonction x — ———————, on effectue une division suivant
1+In(l1+2)
les puissances croissantes a [’ordre 3 :
3 2 23
2 11 T4
- S B S
3 4 5
$+x2—2+$— r—z?+ Sa?
2 3 3
4
2% + 2903 T
- 3 3
4 5
—z? — 23 + L.z
2 3
5 5 >
03 _ 24 T
3 6 3
§x3 + zat §az5 + §x6
3 3 6 9
5 1 5
—51134 + 5335 §ﬂf6
On arréte la division quand tous les monomes du reste sont de degré > 3.
Alors le DLs3(0) de la fonction x — Hsﬁ% s’écrit
sin(z) 2, 9 3 3
1+ln(l+z) = 3" +ola)
o . sin(x)
Remarque 2.3.14. On peut déterminer le DL3(0) de la fonction x — —————— en remar-
1+In(1+2)
i 1
quant que Hsll:ll(% = sin(x) X I~ (1) et en appliquant le corollaire 2.3.8 a la
fonction u(x) = —In(1 + x).
. P _ sin(z)
Exercice 2.3.15. Déterminer le DL3(0) de la fonction x— ————.
x cos(z)

Proposition 2.3.16 (Primitivation des DL). Soit f une fonction dérivable au voisinage de x, et

continue en xg. Si la dérivée de f admet un DL, (x¢) sous la forme

f(z) = ao+ai(z — z0) + - + an(z — 30)" + o((z — 39)"™)

P'(x)
Alors f admet un DL, 11(xq), donné par
I — 20)2 7 — zo)
f(x):f(x0)+a0x+a1(20)++an(n—i_o?l+O<(x .T())TH_]')
P(x)
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Démonstration. Admise. OJ

x
Exercice 2.3.17. Déterminer le DL7(0) de la fonction x +— / e~ dt.
0

Corollaire 2.3.18. Si f admet un DL,(xo) de partie réguli¢re P, et si sa dérivée [’ admet un
DL, _1(x0) de partie réguliére Q, alors QQ = P'.

2.4 Développement asymptotique

2.4.1 Au voisinage de +o00

Définition 2.4.1. On dit que [ admet un développement asymptotique (ou développement limité
généralisé) d’ordre n au voisinage de +0o (resp. —oo) si la fonction g : t — f <1> admet un
développement limité d’ordre n en O a droite (resp. a gauche).

De plus, sile DL, (0) de g s’écrit

g(t) = En: apt® + 8(75”)
k=0

Alors le développement asymptotique d’ordre n de f est donné par

Exemple 2.4.2. Au voisinage de +oo, on a

1 1+1+ 1 n (1)
er = —_ _— [0) _—
x  2z2 22

Au voisinage de —oo, on a
| <1 1> 1 1 1 + ( 1 >
n(fl—--)=————+4o0|—=
x x  2z?2 323 x3
2.4.2 Fonction non-bornée

Définition 2.4.3. Soit f une fonction définie au voisinage de x, telle que

1. mlggﬁlof(av) n’est pas finie ;

2. Il existe m € N* tel que lim (x — xo)™ f(x) est finie.
Tr—x0

Soit p le plus petit entier tel que li_}ln (x — xo)P f(x) est finie.
T —x0
On dit que f admet un développement asymptotique d’ordre n en x si la fonction

x +— (x — x0)P f(x) admet un développement limité d’ordre n + p en x(, donné par

(z —20)Pf(z) = ap + a1(z — x0) + +* + apsp(z — 20)" P + o((x — 20)""P)
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Dans ce cas, le développement asymptotique d’ordre n en xq de f s’écrit

a a Ap—
fla) = ° _ 4 T .

(z —zo)P (2 —xo)P! (x —x0) +ap+apra(z = a0) -+ angp(w = 70)

+o((z —20)")

Exemple 2.4.4. Déterminons le développement asymptotique d’ordre 3 en 0 de x — —

sin(z)
Onalim|——| = +ooet lim,L =1
2—0 | sin(z) z—0sin ()
Alors, il suffit de déterminer le D L4(0) de la fonction x — sin(a)’
sin(z
Etant donné le D L5(0) de la fonction sin :
) 3 ad 5
sm(w)—x—€+m+o(:ﬂ )
On obtient de DL4(0) suivant, en divisant par x :
sin(z) 2zt 4
x 1% T o)
D’ou in(z) ) .
sin(z) = x
1— _ s & 4
¢ 6 12 @)
x 1 . .
Or = , alors, par le corollaire 2.3.8, on obtient

T

X 1 i 1'2 2134 i 33'2 .ZL‘4 2 + $2 ZE4 5 + ZIZ‘2 1'4 4 i ( 4)
= —_ - —_ - —_ - —_— = o(x
sin(z) 6 120 6 120 6 120 6 120
X

2 4 4

sin(z) 1_ (1 _ Sin(l“)>

x x 4
S T Al
% 120 T35 To)
2 7
R A 4
+ 5 +360x + o(z™)

En divisant par x, le développement asymptotique d’ordre 3 en 0 de x — ———— est donné par

sin(z)

I 1 = 7 5 3
sn(@) ~z 6 360" ToW)

cos(z)

Exercice 2.4.5. Déterminer le développement asymptotique d’ordre 1 en 0 de x — ﬁ
n x
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2.5 Applications

2.5.1 Recherche d’équivalents

Proposition 2.5.1. Soit f une fonction admettant un développement limité d’ordre n en xq, sous
la forme

flx) = Z ar(x — 20)* + o((x — x0)") avec a, # 0
k=p

Alors

1. f(z) ~ ap(zx —x0)?

2. f(x) ~ Zak(x—xo)k

Démonstration.

1. Comme a,, # 0, alors la fonction  — a,(z — 2¢)P ne s’annule pas au voisinage de x¢. Dol

; ar(z — 20)F + o((z — z)"
f() :;:%) k( 0)" +o(( 0)")

ap(x — x0)P ap(x — x0)P
ap+1

=1+ (x —20)"P + o((z — 20)"")

a
(;U—330)+"'+£
ap ap

Par suite lim L
T—T0 ap(;c — g;O)P

2. De méme, on a

=1, ce qui équivauta f(x) ~ ap(x — x0)P.
0

Z ap(x — xo)"

n
. k—p B _— Nk P
Alors zlggo 0@ = 207 =1.D’ou E ar(z — xp) > ap(x — x0)?.

k=p

n
Par transitivité de la relation ~, on obtient f () > Z ap(x — x0)*. O
k=p

Corollaire 2.5.2. Soit f une fonction admettant un développement limité d’ordre n en xg, sous la

forme
n

f(z) = Z ar(x — 20)* + o((x — z0)") avec ap # 0

k=p
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n
Si lim Z ap(x — a:o)k existe, alors la limite de [ en xq existe et
T—TQ i
=p

n
. T . k
Jim f(@) = Jim > owlo = x0)
=p

n
Démonstration. f(x) ~ Z a(x — x0)*, alors il suffit d’appliquer la proposition 2.1.18. [
0
k=p

Exemple 2.5.3. Calculons lim <
z—0 X

(1—1—:13)% —e>.

Au voisinage de 0, on a

T T
Comme
x? 9
In(1+ z) :x—?+o(w )
alors (1
Il( ;'ZC) — 1_%_{_0(1,)

De plus, le DLy (1) de y — €Y s’écrit
ey =e+e(ly—1)+o(y—1)

Par composition de développements limités, on obtient

In(1+x) x
e = :e—e§+o(:1:)

Par suite, on obtient le développement limité d’ordre O suivant :

(ta)r—e_ e o
T 2

. (1
1l s’ensuit que lim ———— = ——.
z—0

2.5.2 Position d’une courbe par rapport a sa tangente

Proposition 2.5.4. Soit f une fonction définie sur un voisinage de x, et admettant un développe-

ment limité d’ordre n > 2 en xg, donné par

n

f(x) =ag+ a1(x — x9) + Z ar(x — z0)F + o((x — z0)") avecp > 2 et a, #0
k=p

Alors la droite d’équation y = ag+ a1 (x — o) est tangente a la courbe de f au point (g, f(xo)).

De plus, on a

1. Sip est pair et a,, > 0, alors € est située au dessus de sa tangente en .

ANALYSE IIT 37 N. EL BOUKHARI



2.5. APPLICATIONS

2. Sip est pair et a,, < 0, alors € est située au dessous de sa tangente en x.

3. Si p est impair, alors €y traverse sa tangente en o : Le point (xo, f(x0)) est un point

d’inflexion.

n
Démonstration. Comme f(x) — ag — aq(x — z9) = Z ap(x — 20)* 4 o((z — x0)") et ay # 0
k=p
alors f(x)—ap—ai(x—x0) ~ ap(z—z0)P. lls’ensuit que f(z)—ap—a1(z—x0) et ay(x—x0)?
o

sont de méme signe au voisinage de xg.

e ler cas. Si p est pair et a, > 0, alors a,(x — )P est positive au voisinage de o, d’out f(z) >
ap + a1(z — xo) au voisinage de xp. Ce qui signifie que la courbe de f est au dessus de sa
tangente.

e 2éme cas. Si p est pair et a, < 0, alors a,(x — )P est négative au voisinage de z(, d’ou
f(z) < ap + a1(x — xp) au voisinage de xo. Ce qui signifie que la courbe de f est au dessous de
sa tangente.

e 3éme cas. Si p est impair, alors, par le méme raisonnement, f(x) — (ag + a1(z — x¢)) change

de signe au voisinage de x. O

Exercice 2.5.5. 1. Déterminer le DL3(0) de la fonction f : x —

1+er
2. En déduire I’équation de la tangente a la courbe de f au point (0, f(0)).

3. Etudier la position de la courbe de f par rapport a sa tangente en (0, f(0)).

2.5.3 Etude des branches infinies

Définition 2.5.6. On dit que la droite d’équation y = ax + b est une asymptote a la courbe de f

au voisinage de +00 si

lim [f(x) —azx—b]=0

r—100
Ce qui équivaut a
f(x) =azx+b+ o (1)
+o0

Exemple 2.5.7. La fonction x ver admet au voisinage de +oo I’asymptote d’équation y =

x + 1. En effet, comme
Alors

Proposition 2.5.8 (Caractérisation de 1’asymptote). La droite d’équation y = ax + b est une

asymptote a la courbe de f au voisinage de +00 si et seulement si

lim Lx):a et lim [f(xz) —ax] =0
r—+oo g r—+00
Démonstration. Exercice. OJ
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Définition 2.5.9.
1. On dit que la courbe de f admet une branche parabolique de direction y = ax au voisinage
de +00 si o)

. € .

2. On dit que la courbe de f admet une branche parabolique verticale au voisinage de +00 si

r—+oo g

Exercice 2.5.10. Etudier les branches infinies au voisinage de +oo de la courbe de la fonction
g:x»—mvacos(l—e%) (> 0).

2.5.4 Caractérisation d’extremums

Proposition 2.5.11. Soit f une fonction continue en xo, et admettant un développement limité
d’ordre n > 2 en x(, donné par

n

f(z) =ap + ai(x — xo) + Z ax(z — 20)* + o((z — x0)") avecp > 2 et a, #0
k=p
Si f admet un extremum local en xq, alors a; = 0.

Réciproquement, si a1 = 0, on a les cas suivants :
1. Si p est pair et a, > 0, alors f admet un minimum local en x.
2. Sip estpair et a, < 0, alors f admet un maximum local en x.

3. Si p est impair, alors f n’admet pas d’extremum local en x.

Démonstration. Comme f est continue en z( et f admet un DLq(x¢), alors f est dérivable en x(
et f(xo) = a1. Par suite, si f admet un extremum local en z, alors a; = f/(xo) = 0.
Réciproquement, si a; = 0, alors f(z) — f(x0) = f(x) —ao ~ ap(x — zo)?.

Zo

D’ou f(x) — f(xo) et ap(z — x0)P sont de méme signe au voisinage de xo. Ce qui donne :

1. Si p est pair et a, > 0, alors f(x) — f(zo) > 0 au voisinage de xo. Donc f admet un

minimum local en xg.

2. Si p est pair et a, < 0, alors f(z) — f(z9) < 0 au voisinage de xo. Donc f admet un

maximum local en xg.

3. Sip est impair, alors f(z) — f(zo) n’a pas le méme signe a gauche qu’a droite de zy. Donc

f n’admet pas d’extremum local en xg.
O

sin(x)

522 admet un extrémum local en 0.
x

Exercice 2.5.12. Montrer que f : x — x
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